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Combinatorica

Combinatorica este o parte importantd a matematicii discrete care se
ocupé cu studiul aranjamentelor de obiecte: iImperecheri si grupari, cla-
samente i ordoniri, selectii gi alocari. Studiul ei a inceput in secolul
XVII ca o activitate recreationala de estimare a sanselor de castig la
jocurile de noroc.

Sunt trei directii principale de studiu al combinatoricii:

1. Combinatorica enumerativi este stiinta numararii si enumerarii
unor aranjamente de obiecte in prezenta unor anumite constrangeri.
Combinatorica enumerativi are aplicatii in rezolvarea unor pro-
bleme precum: determinarea complexitatii algoritmilor, calculul
probabilititilor de aparitie a unor evenimente, etc.

Se disting doud tipuri de aranjamente: aranjamente ordonate (sau
permutdri) si aranjamente neordonate (sau combindri).

2. Combinatorica existentiald cuprinde studiul problemelor de
determinare a existentei unor aranjamente cu anumite proprietati.

3. Combinatorica constructiva cuprinde studiul algoritmilor de
creare a aranjamentelor cu anumite proprietati.

Pentru aranjamente combinatoriale de un anumit fel, tehnicile de numa-
rare oferd formule de calcul a numérului lor, iar cele de enumerare oferd
metode de generare a lor In o anumita ordine. Metodele de enumerare
joacd un rol important in simularile computerizate.
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1.1 Tehnici de numarare

Teoria numararii cautd raspuns la intrebarea “Cat de multe?” fira si
enumere toate alternativele posibile. Exemple de Intrebari de acest gen
sunt:

e Cate numere diferite se pot reprezenta cu n biti?

e Cate parole distincte de 7 caractere se pot forma, daca este per-
misa doar folosirea cifrelor zecimale gi a literelor din multimea
{a"b7c7d’e7f g’h"/i?j’k7l7m’n707p7q’r7s7t’u’v5W7X7Y7Z}?

e In cate feluri putem ordona n elemente distincte?

e Cate submultimi cu cel mult 3 elemente are o multime cu 10 ele-
mente distincte?

In aceastd sectiune sunt prezentate:

1. Principiile de numérare ale combinatoricii, cu exemple de utilizare
a acestora in rationamentul combinatorial.

2. Tipuri de aranjamente combinatoriale: permutdri si combindri cu
gi fara repetitie.

3. Formule de calcul al numérului de aranjamente combinatoriale de
diferite tipuri si exemple de probleme care se rezolvd cu aceste
formule.

Anexa A contine cunostinte de baza despre multiseturi, mulgimi, relatii
si functii, care sunt necesare pentru a intelege materialul din acest volum.

1.1.1 Regula bijectiei, regula produsului, si regula sumei

Regula bijectiei spune c& dacid A, B sunt doud multimi finite si exista
o functie bijectivd de la A la B, atunci multimile A si B au acelagi
numér de elemente. Regula produsului spune ca daca o procedura
poate fi descompusa in o secventa de 2 proceduri astfel incat prima se
poate efectua in n; feluri iar a doua in ny feluri, atunci exista n; - ng
feluri de a efectua acea procedurd. Mai general, dacd o procedura p
poate fi descompusa in o secventd de proceduri p,...,pm §i flecare p;
se poate efectua in n; feluri, atunci p se poate efectua in ny-na-... -1,
feluri. In particular, dacd A, As,..., A, sunt multimi finite, atunci
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alegerea unui element (ay,az,...,am) din A; X As X ... X Ay, (sau a
unui §ir a1az...am, cu a1 € Ay, ag € A, ..., am € Ap,) se descompune
in o secventa de n operatii: se alege a; din A;, apoi ay din Ay, si asa
mai departe pana se alege a,, din A,,. Conform regulii produsului,
(a1,a,...,am) se poate alege in |A;| - [A2| - ...  |An| feluri. De aici
deducem ci |A1 x Ay X ... X Ap| = |A1] - |A2] - ...« |Am]-

Exemplul 1. Scaunele unei sali de seminar sunt etichetate cu o literd
din alfabetul A de 26 litere al limbii engleze, urmata de un numar intreg
pozitiv mai mic sau egal ca 100. Cite scaune pot fi etichetate diferit?

RASPUNS: O etichetd este de forma fn cu £ € Asin € N, unde N
este multimea intregilor de la 1 la 100. Conform regulii produsului, sunt
|A| - |N| = 26 - 100 etichete diferite. Deci rdspunsul este 2600. O

Exemplul 2. Cate giruri diferite de 7 biti se pot forma?

RAsPUNS: Un astfel de sir este de forma b babsbsbsbeby cu b; € {0,1}
pentru 1 <4 < 7, Conform regulii produsului, sunt |{0,1}|” = 27 = 128
astfel de giruri. a

Exemplul 3. O serie a unui bilet de tombola este o secventd de trei
litere din multimea {a,b,c,x,y,z} urmatd de o secvents de trei cifre
zecimale. Céte bilete de tombola pot fi marcate cu serii diferite de acest
fel?

RAspUNs: O serie de bilet este un gir de forma £;£203d1dads cu 41, €2, 43 €
A i dy,de,ds € D, unde A = {a,b,c,x,y,2} 5i D={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9}. Conform regulii produsului, sunt |A[3-|D|® = 6310 = 216000
astfel de serii. Deci numaérul ciutat este 216000. ad

Exemplul 4. Cate functii f : A — B existd dacd A si B sunt finite?

RASPUNS: Deoarece A, B sunt multimi finite, putem presupune cd A =
{a1,a29,...,am} unde m = |A|. Pentru a defini f : A — B trebuie
sd alegem valoarea lui f(a1), apoi pe a lui f(az2), pana la valoarea lui
f(am). Altfel spus, trebuie ales un gir biby...b, € B™ care pentru
fiecare 1 < ¢ < m ne indicd faptul c& f(a;) = b;. De exemplu, dacid
A={a1 =a,a3 =b,a3 =c} si B={1,2,3,4}, atunci functia

fla) = f(a1) =3, f(b)=flaz) =1, f(c)=f(as)=4

este reprezentatd de sirul bibobs = 314.
Conform regulii produsului, sunt |B|™ = |B|!4l giruri diferite de acest
fel. Deci exist3 |B|!4! functii f : A — B. O
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Exemplul 5. Presupunem ca A si B sunt multimi finite si |A| < |B|.
Cate functii injective f : A — B exista?

RAspuNs: Fie |[Al =m, |B| =nsi A= {ai,...,amn}. Pentru a defini o
functie injectivd f : A — B trebuie sa alegem

f(a.l) € B1 = B,

flaz) € By = B —{f(a1)},

flam) € Bm = B — {f(a1), f(a2), -, f(am-1)}

Conform regulii produsului, sunt |By| - |Bz| - ... |B;,| posibilitati de a
defini f. Se observi ca |B;| =n —i+1 pentru 1 < ¢ < m. Deci numarul
de functii injective f: A > Besten(n—1)...(n —m+1). a

Exemplul 6. Ce valoare va avea k dupéi ce se executd fragmentul de
program de mai jos?

k:=0;

for i1 := 1 to n
for i ;=1 to ny

for i, :=1 to nyy
k:=k+1

RASPUNS: Acest fragment de program este format din m bucle for
imbricate. Fiecare incrementare a lui k& se produce pentru o valoare

diferitd a tuplului de valori (i1,%2,...,%y). Numarul de incrementéri ale
lui k coincide cu numaérul de tupluri (i1, 42,...,im) cud; € {1,2,...,n1},
ia € {1,2,...,n2}, ..., im € {1,2,...,np}, adicd cu nyny...Nm. Va-

loarea initiala a lui k este 0, deci valoarea lui finald va fi nyng...nyy,.
Exemplul 7. Céte submultimi are o multime finita S7

RAspuNs: Fie S = {ai1,az,...,a,} unde n = |S]| si B, este multimea
sirurilor de n biti. Definim functia bijectivd f : 25 — By,

1 daci a; € A,

f(A)=b1b2---bn unde bi:{ 0 dacéai€A-

Conform regulii bijectiei, ’25 ‘ = |Bp|. Conform regulii produsului,
|By| =2-2-...2=2" Deci § are 2" = 25| submultimi.
——

n ori
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Regula sumei spune ca daca o procedura se poate efectua in 2 feluri,
pentru felul ¢ sunt n; variante, si nici una din variantele de primul fel nu
coincide cu vreo varianta de felul 2, atunci existd ni + ng variante de a
efectua procedura. Mai general, daci o procedurd poate fi efectuats in
m feluri, pentru felul ¢ sunt n; variante, si variantele efectuate in feluri
diferite sunt diferite, atunci exista ny +ng+. . .+n,, variante de a efectua
procedura respectiva.

Exemplul 8. Un student igi poate alege un proiect din una din trei
liste: prima listd contine 21 proiecte, a doua 12 proiecte, iar a treia 18
proiecte. Se presupune ci cele trei liste nu au proiecte in comun. Céate
posibilitati de a alege un proiect are studentul respectiv?

RAspuNs: Conform regulii sumei, sunt 21 + 12 + 18 = 51 posibilitsti.

Exemplul 9. Ce valoare are k dupd ce se executd fragmentul de pro-
gram de mai jos?

k:=0;

for i;:=1tomn
k=k+1

for i3 :=1 to ny

k=k+1

for i,, :=1 to n,,
k=k+1

RAsPUNS: Fragmentul de program este o secvents de m bucle for. Pen-
tru fiecare j € {1,2,...,n}, fie T; multimea de executii a buclei pentru
variabila i;. Se observd ci |T;j| = n; pentru toti j € {1,2,...,m} si ci
fiecare executie a unei bucle incrementeaza valoarea lui k. Deci numarul
de incrementéri a variabilei k coincide cu numérul N de posibilitati de
a executa o bucld. Conform regulii sumei

N=|Ti|+ || +...+|Tn|=n1+n2+ ... + nyp,.
k are valoarea initiald 0 si este incrementat de N ori, deci valoarea lui

kvafiN=ni+ns+...+nn. O

Unele probleme de numaérare se pot rezolva combinind regula sumei cu
regula produsului.

Exemplul 10. Un elev are de citit doud carti in limbi diferite si le
poate alege dintr-o colectie de 10 carti in engleza, 11 carti in francezi gi
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12 cirti in germand. Céate posibilitati de a-§i indeplini sarcina are elevul
respectiv?

RXASPUNS: Sarcina elevului este un sir de 2 operatii: (1) sa aleagd doua
limbi diferite din multimea L = {E,F, G} unde E, F, G reprezinta limbile
englezs, francezd si germana, si (2) sd aleaga cate o carte pe care s-0
citeascd in fiecare limba aleasd. Pentru prima operatie are 3 posibilitati:
{E,F}, {E,G} si {F.G}. Conform regulii sumei, numéarul de posibilitati
de a-si indeplini sarcina este Nyg py + N(g,g) + N(r,g) unde Nyx yy este
numarul de posibilitdti de a citi o carte In limba X si altd carte in limba
Y. Conform regulii produsului Nyxyy = Nx-Ny unde Ny este numarul
de cirti in limba X si Ny este numarul de cérti in limba Y. Rezulta ca
Nier =10-11, Niggy = 10-12 §i Nyp gy = 11 -12. Deci elevul are
110 + 120 + 132 = 362 posibilitati sa-si indeplineasca sarcina.

Exemplul 11. Parolele de acces la un calculator sunt siruri de 6, 7 sau
8 caractere care pot fi litere din alfabetul englez A de 26 de litere, sau ci-
fre din multimea D = {0,1,2,3,4,5.6,7,8,9}. Fiecare parola trebuie s
contind cel putin o cifrd. Cate parole diferite de acest fel se pot forma?

RAspUNS: Fie P, multimea parolelor de lungime m € {6,7,8}. Con-
form regulii sumei, sunt posibile | Pg|+|P;|+|FPs| parole. Fie S;, multimea
sirurilor de m caractere din AU D. Conform regulii produsului, |Sp| =
|AUD|™ = (JA| + |D|)™ = 36™. Deasemenea, |Sp| = |Prn| + [Sm — Pl
fiinded Sy, = Pn U (Sm — Pr) 1 P N (S — Pn) = 0. Rezultd ca
|P| = |Sm| — |Sm — Pm| = 36™ — |Sm — Pl

S, — P contine sirurile de m caractere care nu sunt parole. Acestea
sunt formate doar din caractere din A. Conform regulii produsului,
|Sm — Pm| = 26™. Deci P, = 36™ — 26™ iar numarul cdutat este
|Ps| + | P7| + | Ps| = (365 + 367 + 36%) — (26° + 267 + 26°).

1.1.2 Tipuri de aranjamente combinatoriale

In aceastd sectiune presupunem ca S este o mulgime finita cu n elemente
si vom considera urmatoarele tipuri de aranjamente pentru r < n:

e un r-aranjament ordonat (sau r-permutare) al elementelor lui
S este un r-tuplu # = (p1,p2,...,pr) cu p; € S si p; # p; pentru
orice i,j € {1,2,...,7}, i # j. De exemplu, (2,1,4) i (4,2,1) sunt
3-permutdri ale multimii {1,2, 3,4}.

O permutare este o n-permutare. De exemplu, (a, c,b) si (c,a,b)
sunt permutéri ale multimii {a,b, c}.
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e un r-aranjament ordonat cu repetitie (sau r-permutare cu
repetitie) al elementelor lui S este un r-tuplu (s1, s2,...,s.) € S".

e un aranjament neordonat (sau combinare) al lui S este o sub-
multime a lui S. De pilda, combinérile lui {1, 2} sunt @, {1}, {2},
{1,2}.

e Dacd r < n, un r-aranjament neordonat (sau r-combinare)
a lui S este o submultime cu r elemente a lui S. De exemplu,
2-combinérile lui {a,b, c} sunt {a,b}, {a,c}, {b,c}.

e un r-aranjament neordonat cu repetitie (sau r-combinare
cu repetitie) al elementelor lui S este un multiset {s1, s2,...,s-}
cu s; € S pentru toti ¢ € {1,2,...,7}.

Reamintim faptul ca un multiset este o structura de date asemanatoare
cu o multime, insi in care fiecare element poate si apard de mai multe
ori. Numaérul de aparitii al unui element intr-un multiset se numegte
multiplicitatea elementului respectiv. De exemplu, {1,1,2,4} este un
multiset In care elementul 1 are multiplicitatea 2, iar elementele 2 gi
4 au multiplicitatea 1. Doua multiseturi sunt egale dacd contin ace-
leasi elemente, iar elementele au aceeagi multiplicitate. De exemplu,
{1, 2,2,4} ={2,1,4,2}, dar {1,2,4} # {1,2,2,4}.

In subsectiunile urmatoare vom determina formule de calcul al nu-
marului de aranjamente de fiecare tip. Vom folosi notatia n! pentru
produsul 1-2-...:n atunci cdind n € N, n > 1, si vom presupune ci
0! = 1. Valoarea lui n! pentru n € N se numeste factorialul lui n.

Permutari si r-permutari

Orice r-permutare (p1,ps, ..., pr) a elementelor unei multimi finite S cu
n elemente corespunde unei functii injective 7 : {1,2,...,7} - S cu
7(i) = p;. Am demonstrat in Exemplul 5 de la pagina 4 ci numérul de
astfel de functii m este n(n —1)---(n —r+1). Deci

Numdrul de r-permutdri al unei multimi cu n elemente este

P(n,r):n(n—l)---(n—r+1):m (1.1)

Orice permutare a lui S este o n-permutare, deci
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Numirul de permutéri al unei mul{imi cu n elemente este

P(n,n)=n(n—-1)---1=n!

Exemplul 12. Se considerd alfabetul A de 26 litere latine mici de la a
la z. Cate siruri diferite de trei litere din A se pot forma?

RAsPUNS: P(26,3) = 26!/(26 — 3)! = 26 - 25 - 24 = 15600. O
Exemplul 13. In cate feluri pot fi pusi intr-un rand n barbati si n
femei astfel incat si nu fie doud femei una langa alta?

RAspPUNs. Randul este fie de forma by fibafs...bnfn, sau de forma
fibi1faba . .. fubn, unde B = {b1,bs, ..., by} este multimea celor n barbati,

iar F = {f1, f2,..-, fn} este multimea celor n femei. Conform regulii
produsului, sunt (n!)? posibilitdti pentru fiecare din cele 2 cazuri. Con-
form regulii sumei, numirul ciutat este (r!)% + (n!)? = 2 (n!)?. O

Combinairi gi r-combinari

Reamintim faptul ci o combinare a unei multimi S este o submultime
alui S, iar o r-combinare a lui S este o submultime cu r elemente a lui
S. Am demonstrat in Exemplul 7 de la pagina 4 ca

O multime cu n elemente are 2" submultimi.

Vom scrie C(n,r) sau () pentru a ne referi la numérul de r-combinari
al unei multimi cu n elemente.

P{n,r)=C(n,r)  P(r,r). (1.2)§‘

DEMONSTRATIE: Fie S o multime cu n elemente. Orice r-permutare m
a lui S este determinatd in mod unic de un sir o102 de doud operatii:

o01: se alege o submultime C cu r elemente a lui S. S are n elemente,
deci sunt C(n,r) posibilitati de a efectua operatia o;.

09: 7 se obtine alegdnd o r-permutare a multimii C. C are r elemente,
deci sunt P(r,r) posibilitati de a efectua operatia og.

Conform regulii produsului, numérul de r-permutéri = ale elementelor
lui S coincide cu C(n,r) - P(r,r), adicd, P(n,r) = C(n,r) - P(r,r). O
O consecintd imediatd a acestui rezultat este ca



